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The road network of the Immediate Region of Teéfilo Otoni, located in the northeastern of
the state of Minas Gerais, Brazil, is examined. Graph Theory is used to model the problem
and its behavior is analyzed based on concepts and operations with elements of this structure.
It is possible to observe the vulnerability of the network of paved roads due to the existence a
single path between each pair of cities. If dirt roads are also considered, some cities still have
a single access, however many of them are connected by two independent routes, making
communication more effective.
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1. Introducéo

Em 2017 o IBGE - Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE, 2017) definiu uma nova diviséo regional
dos municipios brasileiros, devido ao “expressivo aumento
verificado na diferenciagdo interna do territério brasileiro,
como resultado das transformagBes  econdmicas,
demograéficas, politicas e ambientais ocorridas ao longo das
ultimas décadas”.

“As Regides Geograficas Imediatas tém na rede
urbana o seu principal elemento de referéncia. Essas regides
s80 estruturas a partir de centros urbanos préximos para a
satisfacdo das necessidades imediatas das populacdes, tais
como: compras de bens de consumo duraveis e ndo duraveis;
busca de trabalho; procura por servigos de satde e educacéo;
e prestacdo de servicos publicos, como postos de
atendimento do Instituto Nacional do Seguro Social - INSS,
do Ministério do Trabalho e de servigos judiciérios, entre
outros”. Enquanto que as “Regides Geograficas
Intermediarias correspondem a uma escala intermediaria
entre as Unidades da Federacdo e as Regifes Geogréaficas
Imediatas. [...] As Regibes Geogréficas Intermedirias
organizam o territério, articulando as Regifes Geogréaficas
Imediatas por meio de um polo de hierarquia superior
diferenciado a partir dos fluxos de gestéo privado e publico e
da existéncia de fungdes urbanas de maior complexidade.”
(IBGE, 2017).

Nesta nova divisdo regional, Tedfilo Otoni foi
definida como uma Regido Geografica Intermediaria
contendo 86 municipios, agrupados em 7 Regides
Geograficas Imediatas, a saber: Teofilo Otoni com 27
municipios, Capelinha com 10, Almenara com 14,

Diamantina com 13, Araguai com 8, Pedra Azul com 7 e
Aguas Formosas também com 7 municipios.

A Figura (1) mostra o mapa de localiza¢éo da regiéo
em estudo e apresenta 0s municipios que a compdem,
enumerados de 1 a 27.
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Figura 1 — Mapa de Localizagdo da Regido Imediata de
Tedfilo Otoni (IBGE, 2017).

Segundo Houaiss (2001, p.2585) um “sistema ¢ um
conjunto de elementos, concretos ou  abstratos,
intelectualmente organizados. [...] A inter-relagdo entre as
partes, elementos, unidades que fazem funcionar uma
estrutura organizada”. Na maioria das areas do conhecimento
existem sistemas que interligam elementos funcionais e
qualquer alteracdo em um de seus elementos ou conexdes
altera o sistema.
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Os sistemas de Transporte, 0Ss  sistemas
administrativos, os sistemas do corpo humano, os sistemas de
comunicacdo etc, podem ser representados por redes. A
Figura (2) mostra o detalhe da Rede Rodoviaria do Estado de
Minas Gerais que contém a Regido Imediata de Teofilo
Otoni.
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FiguraAZ‘ - Detalhe da Rede Rodoviaria de Minas Gerais contendo a
Regido Imediata de Tedfilo Otoni (DEER-MG, 2017).

Observando-o destacam-se as quadriculas vermelhas,
como as sedes dos municipios da regido e as conexdes entre
eles estdo coloridas de vermelho se sdo realizadas por
estradas asfaltadas e de cor cinza, se de terra.

O prop6sito deste trabalho é analisar a Rede
Rodoviaria da Regido Imediata de Tedfilo Otoni.

2. Modelagem Matematica

Para analisar matematicamente a rede em estudo,
deve-se buscar na teoria alguma estrutura que possa
representd-la e se valer de seu arcabougo tedrico, ja
desenvolvido, para verificar a possibilidade de dar a solugdo
ao problema.

Da Figura (2) é possivel fazer uma representacéo
sintética da rede rodoviaria da regido mostrada na Figura (3).
Verifica-se que nela podem ser observados dois tipos de
circulos: os coloridos de azul correspondendo as sedes dos
municipios e, os de amarelo, pontos intermediarios,
entroncamentos das estradas. As estradas sdo identificadas
por linhas retas, porque no diagrama ¢é irrelevante o tracado
real das mesmas, e sim indicar apenas as ligacfes existentes.
As linhas continuas cinzas e as pontilhadas em terracota sdo
associadas, respectivamente, as estradas asfaltadas e as de
terra. Esse diagrama pode ser considerado como uma
representacdo geométrica de uma estrutura matematica,
denominada grafo, no qual dois conjuntos o definem, um de
vértices V, finito e ndo vazio e outro de arestas E, que sdo
pares ndo ordenados de elementos de V, conforme (Barroso,
1998). Nesse caso, 0 conjunto de vértices V, V = VcUV,,
onde V¢ sdo vértices associados aos pontos azuis (cidades) e
V, sdo vértices associados aos pontos amarelos
(intermediérios - entrocamentos), e 0 conjunto de arestas E,
E = EaAUEs, sendo Ea formado pelas arestas cinzas

associadas as estradas asfaltadas e Er constituido pelas
arestas em terracota, que correspondem as estradas de terra.
Cada aresta incide nos vértices que a definem, seus extremos.
No Grafo G(VcUVi, EaUET) 0s Vértices de V¢ estdo
identificados com os nimeros dos municipios indicados na
Figura 1. Por exemplo a aresta (3,5) EEa representa a estrada
asfaltada que liga as cidades Carai e Catuji. Ela também
poderia ser indicada por (5,3), ja que na estrada pode-se
trafegar nos dois sentidos, de 3 para 5 e de 5 para 3. Ja a
aresta (9,7) €Er representa a estrada de terra entre as cidades
de Itambacuri e Frei Gaspar, que também tem sentido duplo.
Ao representar a rede rodoviaria por um grafo ndo
direcionado, chamado simplesmente por grafo, significa que
toda a teoria dos grafos desenvolvida pode ser aplicada na
busca da solugéo do problema.

A primeira pergunta a se fazer quando se estuda essa
rede rodoviaria é sobre quais aspectos ela deve ser analisada?

Tedesco, Kneib & Radel (2018, p. 2, apud Mello et
all, 2010) afirmam que as redes podem ser assim
classificadas:

i. Direcionadas ou ndo direcionadas: se as arestas
apresentam, ou ndo, um sentido definido;

ii. Ponderadas ou ndo ponderadas: se existe, ou ndo, uma
escala de “importancia” associada as arestas;

iili. Esparsas ou densas: se as ligacBes representam uma
quantidade pequena ou significativa em relacdo ao
namero total de possiveis arestas;

iv. Conectadas ou ndo conectadas: se partindo de um
veértice consegue-se alcancar todos os demais, ou néo;

v. Dinamicas ou estaticas: se as redes evoluem, ou ndo,
ao longo do tempo.

y JE

Figura 3 — Grafo G(VcUVI, EAUET) cujos vértices azuis
representam 0s municipios da Regido Imediata de Teofilo Otoni, os
amarelos séo pontos intermediarios de entroncamento das estradas
e, as arestas, sdo as estradas que os ligam, sendo Ea 0 conjunto de

estradas asfaltadas e Er, estradas de terra.
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2.1. Elementos Teoricos

Para analisar o grafo da Figura 3 segundo essa
classificacdo, torna-se necessaria a apresentacdo de alguns
conceitos, encontrados em (Barroso & Barroso, 2013).

Em um grafo G(V,E) um caminho de comprimento k
de v a w é formado por uma sequéncia de k arestas distintas
<(vi, wil), (v2, w2), ..., (vk, wk)> atendendo as restrigdes:

lvl=v,

2.wk = w;

3.wi=vi+l, paratodoi=1, 2, ..., k-1;

Se existe um caminho entre os vértices v e w diz-se
que v alcanca w. Um ciclo é um caminho fechado com trés
ou mais arestas, ou seja, v=w e k > 3. Um grafo € conexo se
existe um caminho entre todos os pares de Vvértices, caso
contrario é desconexo. Um grafo que ndo contém ciclos é
aciclico. Pode-se associar a cada aresta um valor numerico, e
neste caso o grafo € valorado. O grau de um vértice v € igual
ao numero de arestas que incidem em v. O Conjunto dos
Vértices Adjacentes a v é formado pelos vértices que
definem arestas com v, ou seja, Adj(v) = {w, tal que
(v,w) EE}. Arvore é um grafo conexo e aciclico. Se o sentido
da aresta for relevante, entdo a estrutura é um digrafo ou
grafo direcionado, como por exemplo, a representacdo de um
rio de sua nascente a sua foz, a agua passa por varios
municipios e sempre sai de um ponto e vai para outro sem
nunca percorrer 0 trajeto inverso. A representacdo
matematica desta rede hidrografica é um digrafo e suas
arestas sdo representadas por uma seta, indicando o sentido.

A seguir, sdo apresentadas algumas das principais
operacOes realizadas com vértices e arestas de um grafo
G(V,E) e sdo indicadas em que condicbes elas podem ser
aplicadas (Barroso, 2007). Séo elas:

= |nclusédo da aresta (v,w)
Exigéncia: os vértices v e w sdo diferentes e devem
pertencer a V e a aresta (v,w) ndo pertencer a E.
Grafo Resultante: G+(v,w) definido por V e EU{(v,w)}.
= Exclusdo da aresta (v,w)
Exigéncia: a aresta (v,w) deve pertencer a E.
Grafo Resultante: G-(v,w) definido por V e E-{(v,w)}.
= Inclusdo do vértice v
Exigéncia: o vértice v ndo deve pertencer a V.
Grafo Resultante: G+v definido por Vu{v} e E.
= Exclusdo do vértice v
Exigéncia: o vértice v deve pertencera Ve V-{v} # Q.
Grafo Resultante: G-v definido por V-{v} e E-{(v,u),
YueAdj(v)}.

A descricdo destas operacdes sugere mais algumas
defini¢des conforme (Szwarcfiter, 1984, p. 53). Um vértice v
de G é uma articulacéo se sua exclusdo desconecta G. Uma
aresta é denominada ponte se sua exclusdo desconecta G. Um
grafo que ndo possui vértices de grau 1 e nem articulagdes é
biconexo por vértices e se ele ndo possui pontes é biconexo
por aresta.

Em um grafo biconexo existem dois caminhos
disjuntos, isto &, sem arestas em comum, entre cada par de
seus vértices. Um subgrafo de G(V,E) é um grafo cujos
conjuntos de vértices e arestas sdo, respectivamente,
subconjuntos de V e E. Componentes conexos (biconexos)

sdo subgrafos maximais de G, que preservam a propriedade
de serem conexos (biconexos). Um subgrafo S de G é dito
maximal segundo uma propriedade P, se G ndo possui
subgrafos que contenham S e satisfazem P.

2.2. Analise dos grafos que representam a rede

Como na situacéo atual existem dois tipos de vértices
e de arestas, o ideal sera considerar dois grafos em separado.
Em ambos é interessante escolher como conjunto de vértices
as sedes dos municipios e dentre os pontos intermediarios de
entroncamentos apenas os relevantes. O primeiro terd como
conjunto de arestas apenas as asfaltadas e no segundo todas
elas. Desta forma tem-se: G1(V=Vc U {28,29,30}, Ea) €
G2(V=VcU{28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38} EAUET). As
figuras (4) e (5) contém as representacGes geométricas de G1 e Go.
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Figura 5 — Grafo:
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Finalizando a Modelagem Matematica, deve-se
colocar a analise da Rede Rodoviaria da Regido Imediata de
Tedfilo Otoni, conforme a classificacdo sugerida por
Tedesco, Kneib e Radel (2018).

Em termos da Teoria dos Grafos € necessario verificar
se os grafos G1 e G, possuem aqueles requisitos, isto é:

i. Trata-se de um grafo ou digrafo?

ii. Que valores poderiam ser atribuidos as arestas para
que o grafo fosse valorado?

iii. O ndmero de arestas estd associado aos graus dos
vértices, portanto é possivel analisar a densidade do
grafo pelos graus. Qual a relagdo entre os graus dos
vértices e 0 numero total de vértices. O grafo é denso
ou esparso? Qual deles possui maior grau?

iv. O grafo é conexo ou desconexo? Seria interessante
observar, neste caso, se o grafo é biconexo e, em
negativo, quais sdo seus componentes biconexos.

v. Hé&alteracdo das arestas ao longo do tempo?

3. Resultados e discussao
Analisando os requisitos:

i Trata-se de um grafo ou digrafo?

Como as estradas possuem o0s dois sentidos
direcionais de transito, pode-se considerar como um
digrafo que teria duas arestas, uma para cada sentido,
entretanto, sendo este fato comum a todas as estradas,
basta considera-las desprovidas de sentido, o que
indica que nela pode-se trafegar nos dois sentidos e a
estrutura é um grafo.

ii. Que valores poderiam ser atribuidos as arestas para
que o grafo fosse valorado?
Na situacdo problema ndo foram especificados valores
para as arestas, no entanto ha a possibilidade de
atribui-los, conforme a questdo a ser respondida. A
elas poderia associar um custo como a distancia entre
as duas cidades, o tempo de percurso entre uma e
outra ou o custo da passagem de Onibus, ou ainda a
condigdo de trafegabilidade. Neste sentido, seria
interessante assumir que todas as estradas asfaltadas
teriam custo 1 e as de terra um custo superior,
dependendo de vérios fatores ou ainda dos acidentes
geograficos nela encontrados, tais como, relevo, rios
etc, as asfaltadas poderiam ter custos diferenciados e
as de terra sempre superiores a estes. Esta tarefa cabe
aos profissionais de Engenharia de trafego, que se
inclui na Engenharia de Transporte.

iii.  Qual a relacdo entre os graus dos vértices e 0 nimero
total de vértices. O grafo é denso ou esparso? Qual
vértice possui maior grau?

Observando a Tabela 1, verifica-se em ambos o0s
grafos que a relacdo é pequena entre o graus dos
veértices e 0 nimero total de vértices. Os graus variam
de 1 a5 e sendo 27 vértices, a razdo entre eles seria de
0,037 a 0,185. Se o grafo fosse completo, isto €, se
existisse uma aresta entre cada par de vértices, 0 grau
de todos eles seria igual a 26 e a razdo chegaria a
0,963. Conclui-se que a razdo pode variar de zero a

aproximadamente 1. Quanto mais proxima de 1 forem
tais razbes mais denso é o grafo. Os grafos em
guestdo sdo esparsos, ou seja, ha poucas arestas. O
vértice 27 de grau 5, apresenta 0 maior grau. Ele esta
diretamente ligado por arestas cinzas aos vértices 7, 9,
23, 28 e 30, entretanto 28 e 30 sdo vertices
intermediarios. As arestas (27,28) e (27,30) déo
acesso, respectivamente, aos pares de vértices 17 e 29,
led.

Tabela 1 — Graus dos vértices associados as sedes dos

municipios nos grafos G; e Go.

Vérticesv | Grau(v) em Gz Grau(v) em G

1 1 3

[ERN
(8]
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O grafo é conexo ou desconexo?

Existem algoritmos eficientes (Szwarcfiter, 1984) para
verificar a conexidade de grafos, basta partir de um
vértice arbitrario e verificar se consegue alcancar
todos os demais por meio de um caminho. Os grafos
G: e G sdo conexos. Gj, entretanto, € uma arvore,
porque ele é conexo e aciclico. Nas &rvores, 0s
vértices de grau 1 sdo denominados folhas. Ao exclui-
los os grafos remanescentes permanecem CcONeXxos,
entretanto se o grau do vértice for superior a 1, ele é
um ponto de articulacdo e sua exclusdo desconecta o
grafo. Observando a Figura 4 e a Tabela 1, os vértices
do conjunto {1, 3, 6, 10, 11, 13, 18, 20, 24, 25, 26}
sdo folhas. Caso qualquer deles seja removido tem-se
um novo grafo, diferente do anterior por ter outro
conjunto de vértices e arestas, entretanto continua
sendo conexo e aciclico, portanto arvore. Porém se
excluir qualquer um dos vértices de {2, 4, 5, 7, 8, 9,
12, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 27, 28, 29, 30}, o
grafo resultante se altera e fica desconexo, sendo
denominado uma floresta, ja que 0s componentes
conexos resultantes, permanecem sendo arvore. As
arvores tém a propriedade de que existe um Unico
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caminho entre cada par de seus vértices. Uma rede de
estradas com esta configuracdo de G; € minimamente
conectada, portanto vulneravel. Qualquer acidente
natural ou ndo que ocorra em uma das estradas ou se
de alguma forma uma cidade ficar isolada, a rede
perde sua funcionalidade e as cidades de dois
componentes distintos deixam de se comunicar. A
Figura (6) mostra a floresta remanescente pela
exclusdo do vértice 27, lembrando que ao excluir um
vértice, todas as arestas que nele incidem também séo

removidas.
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Figura 6 — Floresta resultante da excluséo do vértice 27 da arvore do
grafo Gu.

Observe-se que a exclusdo do vértice 27 deu origem a
uma floresta com 5 (cinco) componentes conexos que Sao
arvores. Os Vvértices de cada componente sO tém acesso aos
outros dele proprio. Dois vértices quaisquer de componentes
distintos ficam sem comunicacdo por estrada asfaltada.

A Tabela 2 mostra 0s cinco componentes com seus
conjuntos de vértices. Note-se que foram considerados
apenas 0s Vvértices representativos das cidades. Estes
componentes sdo disjuntos, isto é, ndo possuem vértices em
comum. Entre os vértices do componente C; e C,, existem
ni X n,= 2 x 5 = 10 vértices sem conexdo, onde n; é 0 nimero
de vértices de C;.

Tabela 2 — Componentes do grafo resultante apos a
exclusdo do vértice 27.

. Compo . n eéa

'l nenteC Veértices V; cardinalidade
: de V;

1 (o {7.18} 5

2 Cx {2,9,15,21,24} 5

3 Cs {6,11,12,23} 2

4 Cs {3,5,8,10,13,16,17,19,20,22,26} 11

5 Cs {1,4,14,25} 2

Repetindo 0 mesmao raciocinio para as demais duplas de
componentes e somando as parcelas, tem-se o total de 247
pares de vértices sem conexao.

Este nimero pode ser obtido pela Formula 1:

5

i(ni X Z n;) (1)

j=i+1

Ja no grafo G, os vértices do conjunto {10, 13, 25}
possuem grau 1. Se qualquer deles for excluido, o grafo
altera, mas continua conexo. Caso uma das arestas neles
incidentes: (10,22), (22,13) ou (14,25), por serem
pontes, se for excluida o grafo desconecta. Os vértices
do conjunto {14, 19, 22, 34} sdo pontos de articulagéo e
se qualquer deles for excluido desconecta o grafo. Caso
alguma das arestas de {(22,10), (22,19), (22,13),
(19,34), (14,25)} for excluida também o grafo resultante
é desconexo, por serem pontes. Entretanto o subgrafo
formado pelo conjunto de vértices U = {1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38} e pelas arestas
gue os conectam é biconexo, ja que entre dois vértices
quaisquer existem pelo menos dois caminhos disjuntos
que os ligam. Por exemplo, entre os vértices 27 e 3
existem varios caminhos disjuntos, dois deles sdo:

1. <(27,28),(28,31),(31,29),(29,5),(5,3)>;

2. <(27,23),(23,11),(11,16),(16,32),(32,3)>.
Pode-se verificar que este fato acontece com todos os
pares de vértices do conjunto U. Existem algoritmos
eficientes (Szwarcfiter, 1984) para verificar se um grafo
é biconexo. A rede de estradas representada pelo
subgrafo supra citado é mais eficiente por ter pelo
menos dois caminhos disjuntos que conecta qualquer
par de seus Vértices.

v. Haalteracdo das arestas ao longo do tempo?

Neste caso, pode-se pensar em futuros asfaltamentos
das estradas de terra, o que alteraria a configuracdo da
rede rodoviaria. Outro fator que contribuiria para mudar
sua configuragdo seria a ocorréncia de algum fenémeno
climatico ou geoldgico, tornando inviavel o trafego em
algumas das estradas. Também o custo das arestas
poderia ser alterado, conforme o horario, se nelas
ocorressem uma circulagdo mais intensa de veiculos.

4. Concluséao

Neste trabalho foi realizada a andlise da Rede
Rodovidria da Regido Imediata de Tedfilo Otoni por meio de
Teoria dos grafos. Foram observados alguns requisitos de
classificacdo da referida rede, estudando-se dois grafos. Para
obter o primeiro deles considerou-se apenas as arestas
associadas as estradas asfaltadas e seus vértices extremos e,
no outro, incluiram-se as arestas relacionadas as estradas de
terra e seus vértices extremos. Verificou-se que a rede de
estradas asfaltadas liga todos os pares de municipios da
regido, embora seja vulneravel, ja que existe um Unico trajeto
que conecta cada par de cidades.

A malha rodoviaria é composta pelas seguintes
estradas:

1. BR 116, que conecta o Rio de Janeiro a Salvador, no
sentido Sul-Norte, ligando as cidades de Campanario,
Itambacuri, Tedfilo Otoni, Catuji, Padre Paraiso, Ponto
dos Volantes e Itaohim;
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2. MG 217 que liga Tetfilo Otoni & cidade de Agua Boa,
no sentido Leste-Oeste, passando por Poté e
Malacachets;

3. BR 418 que conecta Tedfilo Otoni ao litoral baiano, no
sentido Oeste-Leste, ligando Carlos Chagas, Nanuque e
Serra dos Aimorés;

4, MG 311 que conecta a BR 116 a Pescador, Nova
Médica e S&o José do Divino;

5. BR 342 que faz a ligagdo de Teofilo Otoni a Frei

Gaspar e Ouro Verde de Minas;

MG 412 liga a BR 418 a Ataléia;

MG 710 que conecta a MG 217 a Poté e Ladainha.

No

A ligacdo entre Téofilo Otoni, chamada Capital
Mundial das Pedras Preciosas, e as cidades vizinhas, por
estradas asfaltadas, denota sua importancia no cenario do
nordeste mineiro. Ela se liga a Ataléia e Carlos Chagas, tendo
um trecho de estrada em comum entre Teofilo Otoni e o
entroncamento de nimero 30 da MG 418; a Catuji, Itaipé e
Novo Oriente de Minas também tém o trecho em comum de
Tedfilo Otoni ao entroncamento 28 na BR 116; as estradas
entre Tedfilo Otoni a Frei Gaspar, Itambacuri e Poté séo
diretas, sem entroncamentos. Te6filo Otoni é a cidade de
maior hierarquia da regido em relagdo a este quesito. Além
disso, é polo de educacdo superior, salde e de outros
servicos, o que confirma, sua atribuicdo como cidade que
define uma regido imediata e também uma intermediaria.

A exclusio de Teofilo Otoni, representada pelo
vértice 27 (Figura 5), ocasionaria a desconexdo da malha
rodovidria, deixando 247 pares de cidades sem comunicacao
por estradas asfaltadas.

J4 a rede mista apresentada pelo grafo G, possui
municipios com apenas uma estrada conectando-o0s as
demais, tais como, Itaobim, Monte Formoso, Padre Paraiso,
Ponto dos Volantes e Serra dos Aimorés, entretanto hd um
conjunto de cidades conectadas por pelo menos dois trajetos
independentes, ou seja, mesmo se um dos trajetos for
comprometido os pares de cidades deste conjunto continuam
interligados. Sdo elas: Ataléia, Campanario, Carai, Carlos
Chagas, Catuji, Franciscopolis, Frei Gaspar, Itaipé,
Itambacuri, Ladainha, Malacacheta, Nanuque, Nova Mddica,
Novo Cruzeiro, Novo Oriente de Minas, Ouro Verde de
Minas, Pavao, Pescador, Poté, Sdo José do Divino, Setubinha
e Teofilo Otoni. Esta subrede é menos vulneravel que a de
estradas asfaltadas.
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