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Resumo: O artigo demonstra uma maneira alternativa, através do método de
fatorizacéo, para determinar as auto-funcbes e os autovalores de energia para o
sistema constituido de uma particula sujeita a um poco de potencial quéantico infinito.
O poco de potencial infinito € muito explorado em estudos iniciais de mecanica
guantica e se mostra bastante Util para descrever sistemas confinados.
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Introducéo

Uma particula sujeita ao poco de potencial quantico infinito unidimensional é
um problema bastante explorado em livros textos de mecanica quantica. Segundo
Freitas, Veigas e Drigo Filho (FREITAS et all, 2010), nesse sistema é possivel
observar varias propriedades importantes para sistemas quanticos, por exemplo, a
discretizacdo e a quantizacdo da energia. Ele também € Util para descrever
particulas confinadas. Ando e Fowler (ANDO e FOWLER, 1982) salientam que em
termos experimentais, a melhoria das técnicas de crescimento de cristais tais como
a Epitaxia por Feixe Molecular (BEM), torna possivel fabricar estruturas
semicondutoras geralmente constituidas de GaAs (arsenato de galio) através do
confinamento de elétrons em pocos de potencial quadrados. Outra aplicacdo para
esse potencial consiste em descrever um elétron numa molécula linear de acetileno
(H-C=C-H).

Segundo Santos e Tomazelli (SANTOS e TOMAZELLI, 2010), na Fisica,
guando elaboramos modelos que visam descrever o comportamento de sistemas,
frequentemente recaimos em equacfes cuja incognita € uma funcdo que aparece
sob a forma de derivadas de ordem 1; 2; ...N. Tais tipos de equaclOes sédo as
chamadas equacgbes diferenciais (ED’S). Recebem a denominacdo de equagao
diferencial parcial (EDP) quando a solu¢do da equacédo for uma funcdo de varias
variaveis ou equacao diferencial ordinaria (EDO) quando a solu¢do da equacédo
depender explicitamente de apenas uma variavel.

Além disso, conhecendo as condic¢des iniciais e/ou as condicbes de contorno
do problema fisico em questdo (SANTOS e TOMAZELLI, 2010), podemos
determinar a variagdo das propriedades estudadas e consequentemente fazer
previsdes que possam ser verificadas experimentalmente. Entretanto, para esse fim,
necessitamos, antes de tudo, resolver a equacao diferencial correspondente. Neste
ponto comegam surgir dificuldades, pois existem muitas ED’S que ndo possuem
solucdo analitica e algumas de dificil solu¢do, por ndo satisfazerem ao Teorema de
Existéncia e Unicidade, restrito a classe das ED’S lineares (BOYCE e DI PRIMA,
1994).

De modo geral (FREITAS et all, 2010), o problema do poco de potencial
guantico infinito é tratado em livros de mecéanica quantica (GASIOROWICZ, 1996);
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(SCHIFT, 1955), resolvendo diretamente a equacdo de Schrdedinger. Ou seja,
determinando as autofungdes através da resolucdo direta dessa equacgédo diferencial
de segunda ordem. Os autovalores de energia também sédo determinados
analiticamente pela condicdo de normalizacdo dessas mesmas autofuncdes. No
presente artigo é proposto o uso do método de fatorizacdo para a solucao desse
problema. Como esperado, os resultados sdo analogos aqueles obtidos por outros
métodos.

De acordo com Schrdédinger (1940), o método de fatorizacdo consiste em
fatorizar o operador hamiltoniano, passando a analisar uma equacéo diferencial de
primeira ordem ao invés de uma de segunda ordem. Alguns sistemas ja foram
estudados atravées dessa abordagem, por exemplo, o oscilador harmdnico
(SCHROEDINGER, 1940), e o poco de potencial quadrado finito (FREITAS et all,
2010). No entanto, apesar da simplicidade matematica, o poco de potencial quantico
infinito n&o tem sido tratado dessa maneira.

Desta forma, o objetivo do trabalho é apresentar uma maneira alternativa de
resolver a equacdo de Schrddinger (uma equacao diferencial de segunda ordem).
Em que passamos a resolver uma equacéao diferencial de primeira ordem depois de
aplicarmos o método de fatorizacao.

O presente artigo esta dividido nas seguintes se¢des. Na secao 2, o método
de fatorizacdo € apresentado. Na secdo 3, o problema especifico da particula
confinada em um poco de potencial infinito € analisado e a solu¢éo geral da equacao
de Schréedinger é apresentada. Alguns resultados numéricos sao também exibidos
nessa secdo. Na secdo 4 temos uma breve discussdo dos resultados do nosso
método. . Finalmente, na se¢do 5, as consideracgdes finais do nosso trabalho séo

indicadas.

2. O método de fatorizacao

Segundo Freitas, Veigas e Drigo Filho (FREITAS et all, 2010), o método de
fatorizacédo foi introduzido por Schrdodinger (SCHRODINGER, 1940). Uma reviséo
recente sobre o tema pode ser encontrada em Rosas-Ortiz ( ROSAS-ORTIZ, 1998).

Esse método consiste em fatorizar operadores diferenciais de segunda ordem.
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Também, de acordo com Freitas, Veigas e Drigo Filho (FREITAS et all, 2010),
este método pode ser utilizado para resolver a equagdo de Schrdedinger
independente do tempo e determinar os autovalores de energias para sistemas
quanticos. Essa equacdo em uma dimensdo (FREITAS et all, 2010) é escrita da

seguinte forma

n* d’w(x)
2m  dx?

V() =er(x) @

Sendo que V(x) representa o potencial, ¥(X) a autofuncdo e & o autovalor de

energia. Por simplicidade, adota-se 7=2mM=1. O lado esquerdo da equagio
compreende o produto do operador hamiltoniano H pela funcdo w(X). Outra

maneira de se escrever a equacao (1) é:

Hy(X)=ap(x). (2)

Quando o método de fatorizacdo € utilizado para obter solucbes da equacdo de
Schroedinger, o hamiltoniano é substituido pela combinacdo de dois operadores
diferenciais de primeira ordem. Assim, dado um operador diferencial de segunda
ordem, o objetivo do método é encontrar dois operadores

A=dis0 e A=Y @
dx dx

tal que o hamiltoniano possa ser escrito como

2

H :—d—2+V(x) =A"A+¢e. (4)
dx

Onde ¢ é a energia de fatorizacdo. Substituindo a equacgéao (3) na equacao (4), tem-

se a seguinte equacao de Ricatti

BX)-BX)+e=V(x), ()
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onde S (X) é a derivada de primeira ordem da fungdo S(X). Uma vez encontrada a
solugcdo da equacdo (5), a funcdo S(X) leva as autofuncdes (ROSAS-ORTIZ,
1998); (BOROWITZ, 1967) através de

~[B(y)dy
y(x)ecer -, (6)

3. O poco de potencial quantico infinito

O poco de largura a, representado graficamente através da Figura 1, possui 0

potencial a ser analisado descrito da seguinte forma,
+00, se x<-al2

V(x)=40, se —al2<x<al?2, (7)
+o00, Se X>al2

V(X)

-a/2 0 al2

Figura 1: Representacéo gréfica para o potencial quantico infinito. Fonte: préprios autores, 2018.
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Neste problema algumas condicdes sobre a auto-funcdo tem que ser
consideradas: especificamente a autofuncdo deve ser continua X=-a/2 e
X=al/2. Entretanto, a derivada da funcdo de onda é descontinua em X=-a/2 e
X =al 2, pois, o potencial é infinito nesses pontos. Além disso, para que as funcdes

de onda sejam normalizaveis é necessario que a condigdo:

lim w(x)=0 )
X—>t oo

seja satisfeita.

3.1 Calculo das auto-funcdes e niveis de energia

Para X>a/2 ou X<—a/2 o hamiltoniano do sistema é dado por

gue fatorizado reduz a seguinte equacéao de Ricatti

LZ(X) =B (X)+& =40, (10)

As solucbes da equacao (10) que satisfazem as condi¢cdes de contorno (8) do

problema séao

P(X)=+w, se x>al2
P(X)=+0, se x<-al2, (11

=+ (12).
Desta forma, as auto-funcdes que séo obtidas substituindo a equacéo (11) na

equacao (6) sao dadas por
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0, se x<-al2
w(x) = {
0, se x>al2 13)

O valor de energia de fatorizagéo, ¢, € também conhecido como autovalor de
energia. O resultado (equacdo 13) indica que a probabilidade de encontrarmos a
particula fora do pogo é necessariamente nula. Pois precisariamos de uma energia
infinita (equacdo 12) para encontrar a particula fora do poco. Desta forma a
particula ndo pode ser encontrada na regido externa do poco, ela deve ficar
confinada na regido —a/2<x<a/2(dentro do poco). Assim, a funcdo de onda
terd de ser nula na regido externa (equagéo 13).

Devemos informar que nos livros textos (EISBERG e RESNICK, 1979);
(YOUNG e FREEDMAN, 2009), as solucbes para as regides externas do poco, nao
sdo obtidas através da resolucdo da equacdo de Schroedinger. Elas sé&o
simplesmente impostas através de argumentos fisicos. No método utilizado em
nosso trabalho chegamos as mesmas solucfes resolvendo as equacdes (5) e (6),

respectivamente.

Para o caso em que —a/2<x<al2 (FREITAS et all, 2010) o potencial se

anula e o hamiltoniano do sistema se resume a

Assim a fatorizacéo da equacéo (14) fornece a seguinte equagéo de Ricatti

B(X)-B (x)+e=0, (15)

cujas solucdes possiveis, que satisfazem as condi¢des de continuidade, sdo

L(X)=ktg(kx) e p(x)=—kcotg(kx), (16)

com k constante e

s=k* (17)
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As autofuncdes de onda correspondentes, obtidas ao substituirmos a equacéo (16)

na equacao (6) sao dadas por:
w(x)= Acos(kx), (18)

w(x)=Bsen(kx). (19)
Onde A e B sao constantes. As funcdes de onda descritas pela equacéo (18) sao de

paridade par. As funcbes de onda descritas pela equacdo (19) sdo de paridade

impar.
Como a autofuncdo deve ser continua em X=xal2:
w(-al2)=w(al2)=0, afuncdo B (X) deve ser também continua em X ==a/2

(vide equacéo 6). Assim obtemos o seguinte,

Acos(—ka/2) = Acos(ka/2) =0, (20)
Por causa desta condi¢cdo, os valores possiveis de k sdo aqueles para os quais ka é

Nz
um multiplo impar de r, kn = ? n=135,... (2
E usando a equacéo (19),

Bsen(—ka/2) =Bsen(ka/2) =0, (22)

e novamente por causa desta condi¢do, os valores possiveis de k sdo aqueles para

0s quais ka & um mdltiplo par de r,

k =27 n=246,. (23)
a

A solucdio com n = 0 ndo é possivel, ja que levaria a ¥(X) =0 para todo x.
Também é necessario frisar que ndo € necessario considerar valores negativos de n,
ja que levam as mesmas solugdes do que os positivos, sendo possivel verificar com

facilidade.
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As equacdes (17), (21) e (23), definem os seguintes valores possiveis para a

energia, €y,

2 2_2
Nz n“z
€, = = . n=123.. (24)
a
Ou seja, a energia € quantizada.
Aplicando a condicao de normalizacdo das auto-funcfes de onda,

al2

[, (0 dx =1, (25)

-al2

para as equacoes (18) e (19), chegamos as seguintes funcdes de onda associadas a

W“(X):\E cos(n—” XJ, (26)
a a
\/5 (nﬂ' j
w,(X)=,/—sen —x | (27)
a a

cada valor de kn )

/2
A=B=_|—
Com a-

Na Figura 2 estdo representados os trés primeiros niveis de energia do poco
de potencial infinito. A energia do estado de menor energia, também conhecido

2
T

como estado fundamental vale €1 = _a_z - Observa-se que as energias dos estados
aumentam em forma quadratica com o valor de n. Nota-se que, como existe apenas
uma funcdo de onda para uma dada energia, esses niveis de energia sdo chamados

nao degenerados.
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| |
V(x)
n=3 €3 =9¢g;
n=2 € =4¢gq
n=1 e
X
-a/2 0 al2

Figura 2: os trés primeiros niveis de energia do po¢o de potencial infinito.

02

-0.15

0.2

Figura 3: as func¢des de onda do poc¢o quadrado infinito no caso a =100, paran=1, 2, 3.

Na Figura 3 estdo mostradas as funcdes de onda correspondentes aos trés

estados de energia mais baixa do poco infinito. Observa-se que a autofuncdo do
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estado fundamental (n=1) ndo possui zeros, ou seja, ndo corta o eixo das abcissas,
a do primeiro estado excitado (n=2) possui apenas um zero e a do segundo estado
excitado (n=3) possui dois zeros. Esses resultados (Figuras 2 e 3) podem ser
comparados aos de Donangelo e Capaz (DONANGELO e CAPAZ, 2009).

4. Discussao dos resultados

Neste presente trabalho reproduzimos alguns resultados que se encontram na
literatura da equacdo de Schrédinger para uma particula sujeita ao po¢o de potencial
quantico infinito unidimensional. Nosso intuito maior foi empregar o método de
fatorizacdo que consistiu em fatorizar equacédo de Schrodinger (equacao diferencial
de segunda ordem), passando com isso, a analisarmos uma equacéao diferencial de
primeira ordem para obtermos as auto-fungdes de onda do sistema.

Essa equacéo de primeira ordem é chamada equacéo de Ricatti (ARAUJO et
all, 2016). A resolucédo dessa equacgdo depende do potencial V(x) que aparece na
equacao (5). Desta forma, dependendo do sistema fisico (valor de V(x)) em analise,
a equacao (5) se transforma numa equacéo diferencial de primeira ordem nao linear
gue nédo tem solucao analitica.

Assim o método apresentado neste artigo (método de fatoriacdo) torna-se
invidvel. E a resolucdo direta da equacdo de segunda ordem de Schrodinger

continua a ser o melhor negécio.

5. Consideracfes Finais

O principal assunto tratado nesse artigo foi o0 uso do método de fatorizagcéao
para a resolucdo da equacdo de Schrodinger para uma particula sujeita ao pogo de
potencial quantico infinito unidimensional.

Na equacgdo (24) temos os possiveis valores para a energia da particula
dentro do poco. Os resultados obtidos aqui podem ser comparados aos de
Donangelo e Capaz 2009.

E importante salientar também que existem outras fungbes que satisfazem a
equacao (15), entretanto, elas violam as condi¢cdes de contorno e, portanto, ndo

podem ser consideradas. Nesse artigo s6 foram apresentadas fungcdes que possuem
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significado fisico, ou seja, aquelas que nao violam as condi¢Bes de contorno e que
permitem a continuidade das autofungoes.

O método de fatorizagcdo tem uma importancia grande na resolucdo de
determinados tipos de equacdes diferenciais que permeiam a Fisica e a Matematica.
Recentemente, ele foi utilizado como ferramenta principal em problemas de
supersimetria aplicada a Mecénica Quantica (KHARE e SUKHATME, 2006);
(DRIGO, 2009). Este formalismo € empregado com sucesso na solu¢do da equacgao
de Schrodinger para diversos tipos de potenciais e consiste de sucessivas
fatorizacoes.

De um modo geral concluimos que as principais contribuicdes do método
empregado neste trabalho, sdo os resultados obtidos quantitativamente e/ou
analiticamente para a auto-funcdo (equacao 13) e o auto-valor de energia (equacéao
12) para a regido fora do pogo de potencial quantico infinito unidimensional. Esses
calculos ndo séo realizados em nenhuma referéncia. E também, apesar do modelo
fisico e da estrutura matematica do sistema apresentado aqui, conclui-se que ele
pode ser usado como um bom exemplo didatico para introduzir o método de

fatorizacéo no estudo da equacgéo de Schrodinger.
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