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Resumo: Dentre os estudos populacionais, os que envolvem modelos mateméticos
s&o os mais utilizados pela comunidade académica. Neste trabalho, implementam-
se computacionalmente dois modelos matematicos e apresentam-se 0s resultados
para discutir-se a dindmica de crescimento das populacdes dos municipios
estudados, frente ao estado de Minas Gerais e ao cenario sécio-econémico das
unidades territoriais. Os modelos sdo o Modelo de Crescimento Natural (MCN) e o
Modelo de Crescimento Logistico (MCL) e séo aplicados nas popula¢cfes do estado
de Minas Gerais (MG) e dos municipios Capelinha e Tedfilo Otoni. Consideram-se
caracteristicas sécio-econdbmicas de cada uma destas unidades territoriais (UTS).
Estimam-se os valores dos parametros contidos nos MCN e MCL para representar
as populacbes de cada uma das UTs citadas, assim como 0s parametros

estatisticos X2 e R? a que indicam a qualidade de cada ajuste realizado.

Palavras-chave: Modelos matematicos. Crescimento logistico. Populacdes.

Introducéo

Minas Gerais (MG) possui a quarta maior area territorial (586.528 km?) entre
0s estados brasileiros, o terceiro maior Produto Interno Bruto — PIB e acolhe a
segunda maior populacdo. O seu PIB per capita esta evoluindo, passou da 122
posicdo em 2004 para 9% em 2011, com os indicadores de continuar em ascensao
(IBGE, 2011; GOVERNO DE MINAS, 2012). Este conjunto de dados confere ao
povo mineiro um incentivo a permanecer em seu estado, e por outro lado, ndo séo
suficientes para promover imigracdes expressivas de populacfes de outros estados
para o estado de MG.

MG é um estado muito amplo e seus municipios propiciam um conjunto
heterogéneo de oportunidades tanto em areas de fortes atrativos, quanto em areas
rurais, industriais, comerciais e turisticos, etc., de maneira que a parcela da
populacdo eventualmente insatisfeita se reposiciona em outro ponto geogréfico
deste mesmo estado.

Para a realizacdo do estudo apresentado neste trabalho escolheu-se os
municipios de Capelinha e de Tedfilo Otoni. Capelinha por ter sua base econdémica
fortemente vinculada a agricultura. A atividade esta baseada na producado de café e
de madeira (eucalipto) para atender a demanda nacional e para exportacédo. Possui

uma indastria atrelada ao beneficiamento dos produtos agricolas citados,
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propiciando um comércio soélido e rentavel ao municipio. Capelinha polariza uma
microrregido constituida por 12 municipios essencialmente agricolas.

Tedfilo Otoni possui economia de natureza urbana. A baixa pluviosidade tipica
(concentrada em periodos especificos) ndo propicia uma atividade agricola
significativa (CANAL DO TEMPO, 2012). A economia urbana é baseada no comércio
que é privilegiado pela sua posicdo geografica: as principais vias rodoviarias de
acesso ao nordeste do estado e ao nordeste do pais se interceptam neste municipio,
caracterizando-o como um entreposto comercial.

Este estudo cientifico baseado em modelos de equacdes diferenciais visa
analisar os principais fatores que influenciam o crescimento dessas populacdes para
quica contribuir em futuras implementacdes de planos de manejo e gestdo de
recursos naturais e de subsisténcia da regiéo.

De acordo com a literatura, o Modelo de Crescimento Natural (MCN) foi o
primeiro a representar o crescimento populacional (STEWART, 2011; SILVA, 2011).
O modelo pressupde que o crescimento & proporcional a propria populagdo. Em
1789 o economista inglés T. R Malthus apresentou uma nova formulacao
matematica para o MCN, conhecida como Modelo Malthusiano. Posteriormente, em
1838 Pierre Verhulst supds que uma populacao, vivendo em um determinado meio,
possui um limite maximo de habitantes que, depois de alcancado, faz com que a
populacdo se estabilize. Desta proposta resultou o Modelo de Verhulst, ou Modelo
de Crescimento Logistico (MCL) (SILVA, 2011; BASSANEZI, 2006).

Este trabalho apresenta as formulacbes analiticas dos MCN e MCL.
Apresenta também a aplicacdo dos modelos aos dados demograficos do estado de
MG e dos municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni. Algumas caracteristicas sécio-
econdmicas de cada unidade territorial sdo consideradas nas interpretacoes dos

resultados, assim como discussdes sobre a qualidade de cada ajuste dos dados,

através dos parametros estatisticos X2 e R’ .
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1. Modelos de Crescimento Natural

O MCN considera que se P(t) for o nUmero de individuos de uma populacao
no instante t, sua taxa de crescimento populacional dP/dt € proporcional a populagcéo
P(t) (BOYCE, 2006):

dpP
o rP(t) (1.1)

Onde r é a taxa de crescimento da populacdo. A solucdo da equacado acima € dada
por:

P(t) = Pe" (1.2)
Onde Py, representa a condicao inicial, Po = P(0). De acordo com a Equacgéo 1.2, o
namero de individuos P(t) terd um crescimento natural se r > 0 e decaimento natural

ser<o.
2. Modelo de Crescimento Logistico

O MCN proposto por Thomas Malthus prevé que determinada populacéo ira
crescer ou decrescer indefinidamente, o que néo ocorre na realidade. Pierre Verhulst
propds um modelo que considera a estabilizacdo da populacdo, supondo que uma
populacédo, vivendo num determinado meio, podera crescer até um limite maximo
definido pelas condicbes do meio ambiente. Caso a ocupacdo de uma populacdo
seja superior a sua capacidade de suporte, esta populacdo devera sofrer uma
reducado populacional até se adequar as condi¢cdes do meio.

O modelo de Pierre Verhulst, também chamado de Modelo de Crescimento
Logistico (MCL), considera que o crescimento populacional seja dado pela
expressao:

- p(p.Ry)P b

Onde g (P,Pwv) € uma funcédo da populacdo P(t) e da capacidade de suporte

Pu do meio. E apresentado na forma:

L(P,B,)=r, (1— F;(t)J (2.2)

M
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A expressdo de g (P,Pwm) relaciona propriedades da espécie e propriedades

do meio. A caracteristica da espécie é representada pela constante ry (rv > 0) que
representa a taxa de reprodutividade maxima da espécie (BASSANEZI, 2006).
Biologicamente a taxa maxima de crescimento poderd ser observada quando P(t)
estiver bem abaixo da capacidade de suporte Py, e de fato quando P(t) < Py temos
a representacdo de um ambiente sem necessidade da populacdo se adequar a
limitagcbes e competicdes por recursos de subsisténcia. A propriedade limitante do
meio é representada por (1 — P/Py), de forma que g (P,Pm) > 0 para P(t) < Py e
S (P,Py) <0 para P(t) > Pp.

Reescrevendo a Equacao acima, obtemos:

dP _ rM(PM ~P(t)

ot P ]p(t) (2.3)

Cuja solucao é dada por:

PM PO

P(t) =
( ) (PM - F’o)eith + I:)0

(2.4)

3. Determinacéao de Parametros Populacionais

Abaixo, a Tabela 1 apresenta os dados demogréficos do estado de MG e dos

municipios de Capelinha e de Tedfilo Otoni.

Ano MG Capelinha Teofilo Otoni
1980 13.380.105 23.719 128.826
1991 15.743.152 30.338 140.033
1996 16.673.097 33.424 135.157
2000 17.891.494 31.231 129.424
2007 19.273.506 33.042 126.895
2010 19.597.330 34.803 134.745

Tabela 1: Populagbes do estado de MG e municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni, obtidas nos
bancos de dados do IBGE, para o periodo de 1980 a 2010.
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Sao analisadas e comparadas trés populacdes distintas que diferem entre si
em aproximadamente 500 vezes, como é o caso da populacdo de MG em relacéo a
populacdo do municipio de Capelinha. Para que a construcdo dos graficos propicie
interpretagbes comparativas entre 0s resultados dos modelos aplicados as
diferentes populacdes, surge a necessidade de realizar uma normalizagdo dos
dados demogréficos.

Assim, seja a populagéo relativa P(t), definida da forma:

P(t) = PF()t)

0

(3.1)

Usando a populacao relativa P(t), o MCN Continuo (Equacédo 1.2) e o MCL
(Equacao 2.4) passam a ser representados, respectivamente, pelas Equagdes 3.2, e
3.3:

p(t) =e" (3.2)

_ Pu
p(®) = (b —De ™ +1 (3.3)

Na Equacao 3.3 a grandeza pwv representa a Capacidade de Suporte Relativa
definida na forma:
I:)M
=M 3.4
Pu = (3.4)
A definicdo de pu serve para eliminar Py da populacao relativa do MCL. A

Tabela 2 apresenta a populacéo relativa de cada uma das regides estudadas.

Ano MG Capelinha  Tedfilo Otoni
1980 1 1 1
1991 1,177 1,279 1,093
1996 1,246 1,409 1,049
2000 1,337 1,317 1,005
2007 1,440 1,393 0,985
2010 1,465 1,467 1,046

Tabela 2: Populacges relativas p(t) do estado de MG e municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni,

obtidos a partir da Tabela 1, considerando as respectivas populacdes iniciais (do ano de 1980).
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Abaixo, a Figura 1 apresenta a evolugao das populacdes relativas p(t) contidas na

Tabela 2 e respectivos ajustes obtidos via MCN e MCL.
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Figura 1: Populacdes normalizadas do estado de MG e municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni, e
respectivos ajustes obtidos pelos MCN (a esquerda) e MCL (a direita). Os dados reais estédo

representados por pontos interligados por linhas tracejadas. Os ajustes obtidos estao representados

por linhas continuas.

Os parametros associados a cada ajuste contido na Figura 1 estdo
apresentados e discutidos nas subsecdes 3.1 e 3.2 a seguir. Também séo

apresentados e discutidos o coeficiente de dispersdo X2 e o coeficiente de

determinac&o ajustado R? que indicam qualidade de cada ajuste obtido.
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3.1 Parametros para o Modelo de Crescimento Natural

A Tabela 3 apresenta os valores dos parametros (e seus desvios padrdes) do
MCN para o estado de MG e municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni. Apresenta

também os parametros estatisticos X2 e R’ de cada ajuste.

Local r X? R2
MG 0,0134+0,0003 0,0004 +0,97
Capelinha 0,0139+0,0013 0,0090 +0,67
Tedfilo Otoni  0,0012+0,0009 0,0020 -0,23

Tabela 3: Taxas de crescimento r (valor e desvio padréo) obtidas para ajustes das populagdes frente

ao MCN, e respectivos parametros estatisticos X2 e R§ dos ajustes.

A Tabela 3 indica que o melhor ajuste pertence aos dados populacionais de

MG: a taxa de crescimento r de MG apresenta o menor desvio padrdo e 0s

parametros de qualidade do ajuste também s&o os melhores obtidos (R?— 1 e X* —
0).

A qualidade do ajuste também pode ser observada graficamente através da
Figura 1(a) onde os pontos experimentais e o ajuste tém a mesma tendéncia de
evolucao e a dispersdo observada € a menor dentre as trés.

O municipio de Capelinha apresenta uma taxa de crescimento populacional r
equivalente a apresentada pelo estado de MG, entretanto seu desvio padrédo é
superior, 0 maior observado entre as trés unidades. O desvio padrdo relativamente
elevado da taxa r se reflete na quantificacdo da dispersédo de Capelinha: o maior X2
apresentado na Tabela 3.

A observacdo das Figuras 1(a), 1(b) e 1(c) confirma uma dispersao
relativamente elevada entre pontos experimentais e 0 ajuste para Capelinha.
Observa-se que 0 municipio passou por um processo de crescimento populacional
gue culmina em 1996, seguido de uma reducdo populacional de aproximadamente
9,3% entre os anos de 1996 e 2000. A Figura 1(b) sugere que apos o ano de 2000 o

municipio de Capelinha retomou um ritmo de crescimento populacional regular.
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Sobre Tedfilo Otoni, verifica-se que a populacdo apresentou a menor taxa de
crescimento r entre as demais populac¢des, conforme Tabela 3. A taxa r associada a
populacdo de Tedfilo Otoni € pequena, a menor das trés populacdes, o que também
€ observado ao comparar as inclinagdes dos ajustes das Figuras 1(a),1(b) e 1(c).

A populacdo de Tedfilo Otoni também apresenta flutuacdes em torno do
ajuste, tal como descrito para a populacdo de Capelinha, mas para Tedfilo Otoni
estas flutuagbes ocorrem em menor intensidade. Este comportamento pode ser
consequéncia de ac¢fes politicas, educacionais e econémicas estaduais ou nacionais

gue foram executadas naquele periodo.

3.2. Parametros para o Modelo de Crescimento Logistico

A Tabela 4 apresenta os valores dos parametros (e seus desvios padrdes) do

MCL para o estado de MG e os municipios de Capelinha e Tedfilo Otoni. Apresenta

também os pardmetros estatisticos X2 e R’ de cada um dos ajustes.

Local Pm ' X R?
MG 2,20+0,31 0,030%0,005 0,0001 +0,99
Capelinha 1,45+0,06 0,116+0,041 0,0030 +0,91
Teofilo Otoni 1,12+0,09 indefinido 0,0020 -0,20

Tabela 4: Capacidades de suporte relativa py e taxas ry (e desvios padrdes) obtidos por ajustes do

MCL para as das populacdes relativas, e respectivos parametros estatisticos X2 e Rf .

Observa-se na Tabela 4 que o melhor ajuste obtido € novamente o da

populacgéo de MG (X?—0 e R’ — 1). A qualidade deste ajuste supera a qualidade do

ajuste obtida via MCN. Através da capacidade de suporte relativa py de MG e da

Equacéo 3.5, pode-se prever a capacidade de suporte Py de MG:

Pm e = (291£4) milhdes de pessoas.
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O valor apresentado para a constante ry da Tabela 4 permite estimar a taxa

de crescimento médio de MG no periodo em estudo, 8 (P, Pwwuc:
_ P
B(P,P, )MG = |:rrv| (1__]:| ;
Py MG

B(P,P,)ue =0,03x0,45;
B(P,P,)ye =0,0135

Para o desenvolvimento acima, fez-se uso da equacédo 3.1, a qual permite
estimar que o estado de MG apresentou, nos anos de 1980 e 2010,
respectivamente, uma populacdo de aproximadamente de 45% e 66% da sua

capacidade de suporte, e portanto Py, =0,55P, s -

O valor para a taxa de crescimento médio do CL S we = 0,0135 esta em

I

perfeita concordancia com a taxa de crescimento r = 0,0134 identificada via MCN

para MG.

Observando os paradmetros de ajustes X2 e R’ do ajuste da populacido de

Capelinha pode-se afirmar que a qualidade do ajuste obtido pelo MCL também é
melhor que o ajuste obtido pelo MCN.

Uma analise da capacidade de suporte relativa de Capelinha, py = 1,45+0,06,
indica que sua capacidade de suporte € Py = 3412 mil habitantes, ou seja, desde o
ano de 1996 este municipio alcancou sua capacidade de suporte.

Ja o0 ajuste da populacdo de Tedfilo Otoni apresenta um coeficiente de

dispersdo associado X? = 0,002 relativamente pequeno, e aparentemente indica um

bom ajuste. Entretanto temos R2 com valor negativo, indicando que as flutuacées da

populacdo tém um padrdo ndo aleatério e pouco previsivel pelo modelo, o que é
observado pelo padréo oscilatorio da populagdo em torno do ajuste, conforme Figura
1.(e).

A capacidade de suporte relativa de Tedfilo Otoni é py = 1,12+0,09, 0 que

indica que sua capacidade de suporte é Py = 143+12 mil habitantes.
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A taxa ry associada a Teofilo Otoni apresentou valores ndo realisticos e
desvio maior que a prépria grandeza, tornando-a indefinida. Para justificar a
indefinicAo da constante r basta observar que o municipio apresenta uma populacao
gue alcancou a condicdo de suporte desde o ano de 1980, ano que define as
condicdes iniciais das populacdes consideradas.

A indefinicdo em ry néo prejudica a modelagem da populagcdo quando Py—
Pwvm, pois p(P,Pw)—0 para qualquer ry resulta em uma estabilizagdo do

desenvolvimento demografico.

Consideracgfes Finais

Como ja era esperado, observando os parametros estatisticos de ajustes X2 e

R? das Tabelas 3 e 4 verificamos que de fato o MCL apresenta os melhores ajustes

em cada uma das UTs analizadas.

A populacdo de MG apresentou o menor coeficiente de dispersdao X2 tanto
para o MCN quanto para o MCL. Esta baixa dispersdo pode refletir que, neste
periodo, o crescimento da populacdo de MG foi pouco afetado por cenarios politicos
ou econdmicos.

O paralelo entre 0o MCN e MCL aplicado ao municipio de Capelinha merece
destaque. Neste municipio as interpretacdes dos resultados dos modelos levaram a
interpretacdes distintas. A previsdo do futuro populacional de Capelinha também é
distinta: o MCN sugere um crescimento continuado, jA o MCL sugere que a
populacdo se encontra em um processo de estabilizacao.

A populacéo de Teofilo Otoni apresentou a menor qualidade de ajustes entre
as UTs para os dois modelos considerados. O MCN ndo € capaz de prever a
estabilizacdo populacional. Ja o MCL é capaz de prever uma estabilizacdo
populacional, mas ndo prevé as oscilacbes no crescimento da populagdo. Tais
oscilagbes podem ser reflexos das caracteristicas urbanas e suscetiveis de sua
economia.

Observamos que as populacdes das trés unidades territoriais apresentam
comportamentos distintos frente ao MCL. Estas distingbes sdo compreendidas ou

justificadas pelas respectivas caracteristicas geograficas, politicas e econémicas.
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Abstract: Among the population study, those involving mathematical models are the
most used by the academic community. This work computationally implements two
mathematical models and presents the results to discuss the dynamics of population
growth in the studied cities, compared to the state of Minas Gerais and the socio-
economic scenario of its territorial units. The models are the Natural Growth Model
(NGM) and the Logistic Growth Model (LGM) and are applied to the population of the
state of Minas Gerais (MG) and the cities of Capelinha and Tedfilo Otoni. It is
considered the socio-economic characteristics of each of these territorial units (UTSs).
Estimating the values of the parameters contained in NGM and LGM to represent the
population of each of the UTs mentioned, as well as the statistical parameters X* and

R? which indicate the quality of each adjustment made.

Key-words: Mathematics models. Logistic growth. Population.

Referéncias

BASSANEZI, R. C. Ensino-aprendizagem com modelagem matematica. Sao
Paulo: Editora Contexto, 2006. 389p.

BOYCE W. E.; DIPRIMA R. C. Equacdes Diferenciais Elementares e Problemas
de Valores de Contorno. 8. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2006. 434p.

MAROCO, J. Andlise Estatistica — Com utilizacdo do SPSS. 3. ed. Lisboa
(Portugal): Ed. Silabo, 2007. 824p.

MOREIRA J. C.; EUSTAQUIO, S. Geografia Geral e do Brasil: espaco geografico
e globalizacao, Sao Paulo: Scipione, 2005. 431p.

SILVA, J. M. Modelos para a Dinamica de Vegetacdo em Areas Alagaveis
Amazbnicas. 2011. 133p. Tese de Doutorado — LNCC. Petropolis.

STEWART, J. Calculo. Volume 1. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2011. 535p.

Revista Vozes dos Vales da UFVJM: Publica¢gdes Académicas — MG — Brasil — N2 03 — Ano Il — 05/2013
Reg.: 120.2.095-2011 — PROEXC/UFVIM — ISSN: 2238-6424 — www.ufvim.edu.br/vozes




-13-

ZAR J. H. Biostatistical Analysis. 4. ed. Upper Saddle River (New Jersey):
Prentice Hall, 1999. 663p.

CANAL do Tempo. Disponivel em: “http://br.weather.com/weather/local”’. Acesso em:
04 jun. 2012

GOVERNO de Minas. Secretaria de Estado de Desenvolvimento Econdmico.
Disponivel em: http://www.desenvolvimento.mg.gov.br/pt/minas-em-numeros

/produtointerno-bruto-de-minas-gerais. Acesso em: 04 jun. 2012.

INSTITUTO Brasileiro de Geografia e Estatistica, IBGE. Disponivel em:
‘www.ibge.gov.br”. Acesso em: 04 abr. 2011.

PREFEITURA de Capelinha. Conhega Capelinha. Disponivel em:

“http://www.diariodojequi.com.br”. Acesso em: 03 out. 2011.

TECNOLOGIA da Informacdo a servico do SUS, DATASUS. Disponivel em:

“http://www2.datasus.gov.br’. Acesso em: 03 out. 2011.

Revista Vozes dos Vales da UFVJM: Publica¢gdes Académicas — MG — Brasil — N2 03 — Ano Il — 05/2013
Reg.: 120.2.095-2011 — PROEXC/UFVIM — ISSN: 2238-6424 — www.ufvim.edu.br/vozes




